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Résumé—On propose un modéle analytique pour le traitement du probléme de diffusion thermique non-

stationnaire et unidirectionnelle dans une paroi multicouches plane, cylindrique ou sphérique. Ce modéle

est basé sur la technique des transformations intégrales et sur le formalisme des matrices de transfert pour

résoudre respectivement le probléme homogéne aux limites et le probléme aux valeurs propres qui n'est

pas du type Sturm—Liouville conventionnel & cause de la discontinuité des coefficients. Pour le calcul des

valeurs propres en vue d’une exploitation numérique du modéle, on présente une procédure fiable car les
méthodes classiques n’écartent pas le risque d’en oublier au cours de leur calcul.

1. INTRODUCTION

LE PROBLEME de la diffusion thermique dans les matér-
iaux composites a de nombreuses applications dans
des domaines industriels variés. Dans toutes ces appli-
cations, une bonne connaissance du comportement
thermique de ces matériaux est essentielle. Parmi les
différents types de composites solides existants, on
considére, ici, uniquement les composites multi-
couches. Plus précisément, on s’intéresse aux prob-
lémes mathématiques liés aux transferts thermiques
dans de tels composites. Il existe en effet, des méthodes
analytiques diverses pour 'analyse de ces problémes.
L’avantage de ces méthodes (malheureusement lim-
itées aux problémes linéaires) est quelles permettent
une bonne compréhension physique des phénoménes
de transfert au sein du systéme étudié, contrairement
aux méthodes purement numériques fournissant des
résultats dont I'interprétation reste délicate.

Parmi les méthodes de résolution analytique per-
mettant d’obtenir des solutions exactes, on peut citer
la transformation de Laplace [1-14], les fonctions de
Green [11, 15-19], la technique du développenent
orthogonal [11, 20-34] et la transformation intégrale
finie [11, 35-41].

Dans cet article, on utilise la technique de la trans-
formation intégrale finie qui conduit nécessairement,
comme les autres méthodes, a un probléme singulier
de Sturm-Liouville dont la solution passe par le calcul
des valeurs propres et des fonctions propres cor-
respondantes. Par ailleurs, la fiabilité des méthodes
analytiques précitées dépend en grande partie de la
technique numérique utilisée pour la résolution de
I'équation transcendante aux valeurs propres car le

+ Aussi : Université Paris 6, UFR 23, Tour 66, 75252 Paris
Cedex 05, France.

risque d’oubli de valeurs propres n’est pas écarté au
cours de leur calcul. Vue 'importance de cette étape
de résolution, sa discussion n’a pas été souvent
abordée dans la littérature et notamment dans les
publications citées ci-dessus,

Dans les références [27, 36, 42-46], les auteurs ont
présenté des résultats numeériques pour Panalyse des
composites multicouches avec ou sans résistances
interfaciales sans toutefois préciser les techniques
numeériques utilisées pour le calcul des valeurs
propres. Les méthodes de Newton et de Raphson—
Newton alliée a une méthode graphique, ont été
appliquées pour résoudre les équations aux valeurs
propres résultant respectivement de la diffusion de
masse dans un cylindre composite avec des résistances
interfaciales [46] et de la diffusion thermique dans un
mur multicouches [47]. Pour étudier les facteurs de
réponse d’une plaque multicouches, Hittle et Bishop
[48] ont utilisé une méthode de sécante pour calculer
les racines de I’équation transcendante. Ju et Lee [49]
ont développé une procédure basée sur I'un des résul-
tats de Sturm et Liouville et 'usage de la méthode de
Newton pour la recherche des valeurs propres et des
fonctions propres d’un probléme avec des coefficients
discontinus. Duhamel et Gosse [23] et Bouzidi [20]
ont appliqué la méthode de Newton alli¢e a une di-
chotomie avec un test vérificatif permettant de com-
parer le développement de la condition initiale du
probléme non-stationnaire sur une base propre 3 la
condition initiale imposée,

Hodges [50] a appliqué une procédure basée sur la
méthode de Ritz déja développée par Bailey [51] pour
calculer les valeurs propres des systemes de Sturm—
Liouville avec des coefficients discontinus. Horgan et
Nemat-Nasser [52] ont utilis¢ une technique de
Rayleigh—Ritz pour encadrer les valeurs propres
du méme type de problémes précédemment cités. Pour
le traitement numérique des problémes avec des
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NOMENCLATURE

’

4 diffusivité thermique de la jéme couche,
%lpic,

a,(p, x) fonction, Tableau 2

4;, B, constantes, équation {5a)

b effusivité thermique de la jéme couche,
(pje "

b{p, x} fonction, Tableau 2

¢ chaleur massique de la jéme couche

¢{#,x) fonction, Tableau 2

C (1) fonction, équation (8a)

d(u,x) fonction, Tableau 2

D, constante, équation (5i)

¢, (¢) épaisseur (réduite) de la jéme couche,
e = () a/a) '

Fy(py,x) densité de flux associée a la kéme

fonction propre

G fonction définie par I'équation (81)

i, (k) conductance surfacique (réduite),
h=R[H

H*  conductance de la couche 1, 4)/¢}

I() nombre total de valeurs propres,

équation (11a)

(1), 1.(1) nombre total de valeurs
propres d’un systéme contraint et non-
contraint respectivement, Section 6

I,(1) nombre total de valeurs propres quand
toutes les couches sont découplées,
équation (11d)

15, (1) nombre total de valeurs propres de la

jéme couche découplée, équation (11f)

fonctions de Bessel de premiere et
deuxiéme espéce, respectivement

K.(p) équation aux valeurs propres d’un
systéme contraint, équations (9¢) et
(9e)

K.(u) équation aux valeurs propres relative a 7
couches couplées

K, (u) équation aux valeurs propres d’un
systéme non-contraint, équation (5b)

J(h Y(}

" exposant propre a la géométrie du
probléme

M,  constante, Tableau 2

n nombre total de couches

N, norme définie par Péquation (7h)

pix’, 1), (p{x, 1)) source volumique de

chaleur (réduite),

1) = (P, )@ pjAT)
variable locale (réduite),

ry = (rife)a)jap) '

iy ("})

R()
propres, Section 6

s{R'(@)} nombre de signes négatifs des
rapports R(u), équation (11a)

rapport entre deux équations aux valeurs

Si{x, 1) température réduite pour le

probléme pseudo-stationnaire

v, () temps (réduit), r = r'a\ /e’

THx', ), (T{x, 1)) distribution de
température (réduite) dans la couche j,
T, =T - Ty /AT, AT : écart de
température

T.(6, T,.() températures des milieux

environnants les deux faces externes de la

paroi
T,  température de référence
u(u, x), v, x) fonctions, Tableau 1
V.(x) fonction définie dans I’équation (3f)
W.(x) fonction définie dans I'équation (11)
X7, {x) coordonnée d’espace (réduite),

X=X,
Xy (. ¥} keme fonction propre dans la
couche j

pelt) fonction définie par I'équation (8e}
z paramétre, Section 6.

Symboles grecs
o, %, paramétres, équations (ib) et (Ic}
(), (f) deux sous-systémes, Section 6
B, effusivité thermique réduite de la couche
Jo BB,
[[(1,x)] matrice de transfert d’ordre 2 de
la couche /, équation (5k)

g{p. x;) équation aux valeurs propres de la
couche j indépendante, équation {1lc}
température réduite, solution du

probléme homogene aux limites
transformation intégrale de la condition
initiale, définie par I’équation (8f)
transformation intégrale de la
température définie par ’équation (8h)
A conductivité thermique de la couche j
Hy

0,(x.1)
0,.(0)

0.()

propre respectivement

&, (), % (. { (1) coefficients de la
matrice de transfert {I",(z, x;}], relation
(5k)

o masse volumique de la couche j

@{x. 1), ¢,(x.1) densités de flux réduites des
problémes respectifs original et
homogéne aux limites

Q) fonction définie par I'équation (7h).

Indices

j indice de couche j, j=1,2,...,n
k indice de valeur propre et fonction
propre, k= 1,2.....

parameétre valeur propre et la kéme valeur
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coeflicients discontinus, Babuska et Osborn [53] ont
appliqué la méthode de Ritz-Galerkine.

Toutes les procédures utilisées dans les références
précitées n'écartent pas du tout le risque d’oubli de
valeurs propres aux cours de leurs calcul.

Dans une publication trés intéressante [54], Mikhai-
lov et al. ont appliqué un algorithme efficace pour le
calcul des fréquences naturelles de vibration de struc-
tures élastiques, développé par Wittrick et Williams
[55], & I'analyse des problémes de diffusion dans des
composites multicouches. Cet algorithme permet de
connaitre exactement le nombre de valeurs propres
inférieures a une valeur donnée positive du parameétre
valeur propre, sans avoir & les calculer explicitement.
Cette application directe est facilitée par le fait que
Péquation aux valeurs propres utilisée dans [54] se
présente de la méme maniére que celle dans [55]. Par
contre, la méthode utilisée ici comme dans [20, 23,
24], pour 'obtention de I'équation aux valeurs propres
est trés différente de celle décrite dans [54, 55].

Dans une publication récente [56], nous avons
deéveloppé un algorithme fiable qui permet une con-
naissance préalable exacte et le calcul du nombre de
valeurs propres pour une valeur positive quelconque
du paramétre valeur propre. La mise au point de
cet algorithme a é€té appliqué au cas d’une paroi
multicouches plane grice a 'exploitation de analogie
entre les problémes de diffusion et ceux de vibrations
de structures dans le cas des milieux continus par
morceaux et 'usage d’un des théorémes de Rayleigh
[57] qui est applicable aux vibrations d’une structure
linéairement élastique [55].

Le but de cet article est de proposer un modele
analytique basé sur 'usage du formalisme des matrices
de transfert pour la résolution du probléme aux val-
eurs propres et la technique de la transformation inté-
grale finie pour P'obtention de la solution du prob-
léme homogéne aux limites. Pour la fiabilité de ce
modéle analytique, une attention particuliére sera
portée sur P'analyse du probléme aux valeurs propres
et plus précisément le calcul des valeurs propres et
ceci en généralisant le cas de la référence [56] pour
Pappliquer aux parois multicouches cylindriques et
sphériques.

2. FORMULATION DU PROBLEME

Nous nous proposons de traiter le probléme de
diffusion thermique a une dimension en régime non-
stationnaire dans une paroi composite constituée de n
couches en géométrie plane, cylindrique ou sphérique
comme le montre la Fig. 1. Chaque couche j, d’épaiss-
eur e; est homogéne et isotrope et ses propriétés ther-
mophysiques p/, ¢/ et A} sont constantes. Pour gén-
éraliser cette étude, il est tenu compte des résistances
thermiques interfaciales 1/k; (4] étant le coefficient
du film a Pinterface x =xj, j=1,..., (n—1)) et des
sources de chaleur volumique pj(x’, t') fonctions de
I'espace et du temps. L’échange de chaleur entre les
deux faces externes de la paroi composite et les deux
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FiG. 1. Modéle de paroi a n couches paraliéles.

milieux environnants respectivement & températures
T, (1) et T, () se fait par Pintermédiaire des
coefficients constants A et #,. Dans chaque couche j,
la distribution de température a I'instant initial est
Ti(x’,0) = W(x").

Afin de simplifier I’écriture des équations régissant
le transfert thermique dans la paroi multicouches, on
introduit les grandeurs adimentionnelles suivantes:

T,—T a’
4 0 _a& P ,
T, = AT {—e’g"t avece| = X} —Xj
. s \1/2
r.lv al ’ ’ ’
n=>\g avecr; = X' —Xxj_,
: A7 .

et on pose x qui est fonction de la variable locale 7,
sous la forme:

x=x;_1+1, 0<r<e, j=1,...,n

avec

. X5
Xp=X;_;te OUXxg= -

T

€y

Dans ces conditions, la distribution transitoire de tem-
pérature est gouvernée par I’équation de diffusion avec
un terme de source

2 el
é_f 7}(X; N=x é;[x 5;71/()60 t)} +P;(X, t)

>0, x_,<x<x,

; i=hL...n

(1a)

ou m prend la valeur 0, 1 ou 2 pour respectivement
un probléme plan, cylindrique ou sphérique. A 'équa-
tion (1a) sont associées les conditions

@1 (x,1) = b [T () =, T (x, )]

x=x t>0 (1b)
u(x, 1) = b0, T,(x, ) = T, (1)]
x=x, (>0 (1c}

aux limites externes, et
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QX ) = @ (X 1) {1d)  Les conditions aux limites externes (Ib) et (I¢) devi-
T 1) = Too (x. 1) +,(x. 1), (1) cnment
.. . . X, 1) = (X X=X ‘
aux limites interfaciales en x = x;, j=1,.... (n—1) ¢ 160 20,y =X, 1> 0 (3b)
pour ¢ > 0, en ayant défini @,(x, #) par G lx, 1) = o,h,0,(x, 1), x=x,.1>0 (3¢)

¢
@(x, 1) = —f . Ti(x. 1)
ou ;= bj/b, {effusivité thermique réduite) et i par
W/H',ou H = i}/e}. La condition initiale est
T(x,0) = Wix), x,_, <x<x

(1)

Si la résistance interfaciale 1/4; est nulle c’est 4 dire
quand A, — oo, Péquation (le) se réduit 4 une con-
tinuité de température

j=1,....,n pourt=_0

Tix.t)y =T, {x,0n, >0

x=x, j=1L...,(n—-1). (lg)

Par un choix approprié des valeurs des paramétres 2,
et a,, on peut obtenir diverses combinaisons de deux
des conditions aux limites de premiére, de deuxiéme
et de troisiéme espéce non-stationnaires sur les deux
limites externes, équations (1b) et (1¢). Le cas spécial
ol a, = a, = Oet h, et h, sont finies n’est pas considéré
ici.

3. DECOMPOSITION DU PROBLEME
GENERAL

La solution formelle du probléme défint par les
équations (1) s’obtenant sous forme de séries a P'in-
convénient de ne pas converger uniformément aux
endroits des discontinuités et surtout aux limites non-
homogeénes (phénomeéne de Gibbs [59]) quand on
effectue le calcul numérique. Pour éviter cet incon-
vénient, on décompose ce probléme en deux: I'un
non-stationnaire et aux limites homogénes en ,(x, 1),
l'autre pseudo-stationnaire et non-homogéne en
S:(x, 1). Ainsi, on pose

T,(x.0) = Sx. D +0,(x.0). @

En substituant la relation (2) dans les équations
(1), on obtient lc probléme homogéne aux limites
ci-dessous. Sachant que I’équation de diffusion en
régime pseudo-stationnaire est

d d ]
a}[x ﬁfE;S;(x, f)g == 0

I"équation (1a) prend la forme

Cgeey = o Lo
— 8, ) =x"" o | X" —0.{x,
ot ’ &x ax |

¢
+p,-(x, [)—‘ Zﬁ S,-(X, t)

>0, x,_,<x<ux, j=1L..,n (3a)

et les conditions aux limites interfaciales (1d) et (le)
s’écrivent

(3d)
(3e)

¢)i(x" {} = (;)1-& X
9,(){, f) = Oi+ (x, f).gﬁq}i(x‘ f)]’h,«
en X = X, >0

en ayant défini ¢,(x, 1) par
‘ é
di(x, 1) = — B, P 8,(x, 1).

La condition initiale (1f) se transforme en
0,(x.0) = ¥,(x) = W,(x)—5,(x.0)
=0, X, <x<x, fj=1l,....,n (3f)

Le cas spécial ou #; — oc, équation (3e), s¢ réduit a
0.0x, 1) = 0, {x,1),

J=1,...,(n=1),

X =X

t>0. (3g)

L’usage de la technique de la transformation inte-
grale finie pour la résolution de ce probléme homo-
géne aux limites défini par les équations (3) nécessite
celle du probléme aux valeurs propres associé suivant
défini par 'équation différentielle

° [v = X,-(zz,x)] X () = 0

X <x<x, j=1l....n (4a)

soumise aux conditions aux limites externes
Fi{p,x)+oh,X (1. x) =0, x=x, (4b)
F(u,x)—o,h X, (1t.x) =0, x=ux, (4¢)

et

F(. )= Fp () =0 (4d)
X X) = Xy () = F(u, )by, =0 (de)

aux limites interfaciales en x = x, j=1,..., (n—1)
en ayant défini

d
F;(Au“a x) = "ﬁj a;X/(ﬂ., XJ.

La solution de ce probléme aux valeurs propres,
s’obtenant en faisant usage du formalisme des ma-
trices de transfert, est décrite dans la section suivante.

4. RESOLUTION DU PROBLEME AUX
VALEURS PROPRES

Les fonctions X,(u,x) qui résolvent I'équation
différentielle (4a) sont de la forme
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X (%) = Au (0 +Bo(px)  (5a)
ou A; et B; sont des constantes et u,(u, x) et v;(u, x)
sont deux solutions linéairement indépendantes de
I'équation (4a). Ces fonctions sont données par le
Tableau 1 pour les géométries plane, cylindrique et
sphérique. De méme, on peut écrire

F(ux) = —BlAw(wx) + Boj(m )] (5b)
ol le prime désigne la dérivée premiére par rapport a
x. Les constantes A4, et B; sont calculées en fonction
de X;(u, x;_) et F;(u,x, ) en évaluant les équations
(5a) et (5b) pour x = x,_, et en résolvant le systéme
linéaire résultant de ces deux équations. En intro-
duisant les expressions de A4; et B, dans les équations
(5a) et (5b), on obtient, sous une forme matricielle

[Xf“‘”‘)] = [T, [Xf("’xf“)], j= 1

l:/(”’ x) F‘[(lu’ xjA l)
(5¢)
avec
a;(p, x)  by(u, x)
Fv =
[T (1, )] [CJ_(#, o din x)} (59)
ot les éléments de cette matrice valent
a,(u, x) = [Uj(:u’ x)uj/'(“’ X_y)
—u ()0 (e, x;,_ )IB/D;  (Se)
b, x) = [o;(p, )1 (1, %, 1)
—u(p, x)o(p, x;_ )1/ D;  (5)
&%) = (i3, 1)
— v, X)ui(p, ;- DIBF/D;  (5g)
(%) = [ D0 (1%, 1)
—vi(ps X)u; (4, x, )1B,/D;  (Sh)
avec
D; = [ui(p, x;— Dv(p, x;- 1)
=i x;_ Du(, Xi— Dl (5)

Tableau 1. Solutions linéairement indépendantes u,(y, x) et
v,(p, x) de I'équation (4a) pour la plaque, le cylindre et la

sphére
Géométrie m u; (1, x) v p, X)
Plaque 0 cos (ux) sin (px)
Cylindret 1 Jo{pux) Yo(ux)
Spheret 2 cos (ux)/x sin (ux)/x
txo>0.
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Le Tableau 2 montre les fonctions a,(u, x), b;(¢, x)
¢, x) et di(y, x) pour les géométries plane, cylin-
drique et sphérique.

On peut noter que, pour x = x;,_,, les fonctions
a(p, x), b(p, x), ¢;(p, x) et di(p, x) prennent des val-
eurs particuliéres, ce qui implique :

10
[F,(u,x,-w.)]=[0 J

et pour x = x;, la matrice carrée [I";(y, x;)] d’ordre 2,
telle que

(55

A M X; bj tRdd}
o= |2 o] o

appelée matrice de transfert, permet d’exprimer
X(u, x;) et Fi(, x;) en fonction de leur homologue en
X=x_,.

En écrivant les conditions interfaciales, équations
(4d) et (4e), sous une forme matricielle

/\,/+;(u,xj) _ Xi(#ﬁxj) o _
[FHI(“’X/)}_[Rf][Fj(ﬂ,x/)} J=le =)
(62)

ou

(6b)

1 —1/h
[R,]=[0 ]

et compte tenu de (5¢) et (5k), on obtient

Xn(.u’xn) _ I Xl(lu’xo)
|:Fn(.u’ xn)] B jl:[n [rj(”’ xj)][R/; 1] |:FI (”’ xO):|

(6c)

ol par convention, [R,] est une matrice unité et 'on
pose

[5"(“ ) ”"(“)}H[r,-(u,x,-)nR,.}. (6d)

LW (W] o

Les ¢léments ,(w), {.(w), n,(1) et x,(u) de cette
matrice globale de transfert se calculent sans difficulté

par récurrence
fj(ﬂ) = (f,, 1 _C/s l/h,; 1)‘11‘(#» x/)
+{1b;(1, x))

'7/(#) = (7],», 1= Xi- I/hj~ |)aj(/1, x/)

(6¢)
+%- 16, x;)  (6f)
G =& =G /b ), x)
+&di(un, x)  (6g)
() = (-1 —xy- /A e, X))
+%;-ddn,x)  (6h)
oupourj=1

S =a(ux1), n () =b,(1.x,)
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Tableau 2. Les fonctions g;(u, x), b,(, x), ¢,(¢, x) et d,(u, x) déinies par les équations (5e¢)—(5h)

Sphére
0

Cylindre

Plaque
0

Géomeétrie
m

cos [u(x—x,. Dlx, ix—sin [p(x—x;, )/ ux
—sin [p(x—x,_ ))x,_ /xupf,

>

1

[Yolux)d  (ux;. ) —Jo(ux) Y (ux, )I/M,
—[Yo(pux)Jo(pux;— ) = Jo(pux) Yo (px;- )1 Mup;

cos [u(x—x, )]
—sin [u(x—x;_))/up;

a;(pt, x)

2

bj(.uv x)

T 1/x] cos [u(x —x;_ )]
cos [p(x—x;,_ )y, /x—sin [p(x—x,_ )lx,_/x7p

o,y /x] sin [ue—x, )1+ B, /X

1y

uBil1/u

up LY (ux)J (ux; ) —J(ux) Yy (ux, - )]1/M,;
i (ux) Yolux, )= Y (ux)Jo(ux,_ )]1/M,

Hﬁi sin [#(.\‘*X, l)]
cos [u(x—x, 1))

¢ (1. x)
d{u, x)

Vilpx, OYolpx, =Y (ux; )o(px; )]

avec M,

M. Bouzim

G = x). 1) =di(puxy).

La récurrence est initialisée par

Solw) =a\(u,xg) = 1, ny(u) =b,(p.xy) =0

Gl = (i xp) =0, o) =d i, xy) = 1.

L’introduction des conditions aux limites externes,
équations (4b) et (4¢), dans la double équation (6a)
permet d’écrire

QX (1. xy) =0 (7a)
ou
Q(w) = [&, () — 2, hn, ()]

1

ah, (L. ()—ah ()] (7b)

Clairement, I’équation (7a) a une solution non triviale
seulement si

Q(uy =0. (7¢)

Les valeurs propres du probléme de Sturm-Liou-
ville, défini par les équations (4), sont les valeurs g,
pour lesquelles Q(u) = 0. L’équation (7¢) est une
équation transcendante qui a un nombre infini de
racines positives. La recherche de ces racines qui ne
peut étre obtenue que numeériquement, surtout quand
n > 1, est sans doute ’étape la plus délicate car les
méthodes numériques classiques présentent le risque
d’en oublier au cours du calcul. Ainsi, une procédure
fiable pour calculer les valeurs propres sera décrite
dans la Section 6.

L’équation aux valeurs propres étant maintenant
connue, on peut calculer les fonctions propres
X;(uy, x) notées X, (x), solutions de I’équation differ-
entielle (4a) et vérifiant les conditions aux limites,
équations (4a)—(4e). Les X,(x), de méme que les
Fy(x), dépendent de deux constantes inconnues
Xu(x,_ ) et Fu(x; ), vue la double équation (5¢). Ces
deux constantes, s’obtenant de la méme maniére que
la double eéquation (6¢) avec des indices appropriés,
sont linéairement dépendantes des seules inconnues
X (xp) et F(xy). Ainsi, a I'aide de la condition
externe (4b), on obtient les fonctions propres X, (x),
solutions du probléme aux valeurs propres, soit :

Xp(x) = X (xY, wap(x)+2Z; yby(x)]  (7d)
ou
Vi =28 wlx D=ty (X 1)
Ziou =g ) —oh X, ).
De méme, on peut écrire
Fu(¥) = X (o)l Y uen )+ Z, ydu(x)]. (Te)

Pour chaque valeur propre y,, les fonctions propres
X.(x) correspondantes peuvent étre déterminées a
une constante arbitraire multiplicative prés sans que
la solution du probléme ne soit affectée par la valeur
de cette constante étant donné que toutes les com-
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posantes de la solution sont normalisées. On peut
donc imposer a X, (x,) la valeur 1.

On note que I'approche décrite ici, basée sur le
formalisme des matrices de transfert permet un calcul
plus direct pour "obtention des valeurs propres et des
fonctions propres que celles utilisées habituellement
pour la détermination d’un déterminant d’une matrice
2n % 2n et la résolution d’un systéme d’équations d’or-
dre (2n—1) respectivement pour le calcul des valeurs
propres et des fonctions propres.

Ayant établi les formes pour le calcul de ces valeurs
propres et de ces fonctions propres, il faut maintenant
veérifier que celles-ci soient orthogonales. Ainsi, suiv-
ant Vodicka [32, 33], on définit un produit scalaire
par

Xp(x)) = Z ﬁ,f X" X (x) X;(x) dx

i=1

(X (x),

(71)

dans lequel les coefficients de pondération sont des
cffusivités thermiques réduites f, au lieu des (pjc))
utilisés habituellement. On démontre dans [56] que
deux fonctions propres X, (x) et X,(x) différentes
correspondant a deux valeurs propres distinctes y, et
i, vérifient la condition d’orthogonalité :

(X (XY, Xpx) > = 6N (7g)

ou J,, est le delta de Kronecker et N, Vintégrale de
normalisation :

N = (X5 (x), X (x)) = Z B

j=1 X

XX 5 x) dx.

(Th)

Comme on le verra plus loin, la condition d’or-
thogonalite (7g) est nécessaire pour établir la solution
du probléme homogéne aux limites en utilisant la tech-
nique de la transformation intégrale finie.

5. SOLUTION DU PROBLEME HOMOGENE
AUX LIMITES

On considére que la représentation des fonctions
0,(x, 1) sous la forme

0;(x.0) = Z G0 X (x) (8a)

est solution du probléme homogéne aux limites, défini
par les équations (3). En multipliant les deux membres
de ’équation (8a) par B,x" X, (x) et en intégrant sur
I'espace de x;_, 4 x;, les expressions résultantes sont
sommeées sur toutes les valeurs de j; on détermine
C.(1), vue la relation d’orthogonalité (7g). On intro-
duit ensuite 'expression obtenue pour C.(f) dans
I’équation (8a) et le développement résultant pour
0,(x, 1) est décomposé en deux parties pour définir la
transformation integrale
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g‘(’)*;.z,g’ﬁ_‘ X0,(x, X, () dx  (8b)

et la formule d'inversion
Ox.0)= 3 "(x) d2). (8¢)

k=1

Le couple de la transformation intégrale, défini par
les équations (8b) et (8c) est maintenant appliqué pour
résoudre le probléme homogeéne aux limites, équations
(3). Les deux membres des équations (3a) et (4a)
sont multipliés respectivement par fx”X,(x) et
B,x"0,(x, 1), le résultat de 'addition des deux équa-
tions résultantes, intégré sur I'espace de x;_ | & x; et
sommé sur toutes les valeurs de j, permet d’obtenir,
pour la transformation de la température 0,.(r) I'équa-
tion différentielle ordinaire

b (1)

4 + 00 = y(0) (8d)
ou
nO= T B | O Xpe0
—0S{x,n/0t} dx. (8e)

A Téquation (8d) est associée la condition initiale
#.(0) qui est déterminée en construisant la trans-
formation de la condition initiale (3f) conformément
a la transformation (8b). On obtient:

0.00) = g, = Z B, J XV ()X (x) dx. (8f)

j=1

La solution de I’équation (8d) vérifiant la condition
initiale (8f) est

0.(5) = exp (— i) [gg +L V(T exp (4i7) er-

(8g)

En introduisant cette expression de §,(7) dans la for-
mule d’inversion (8c), on obtient alors la solution du
probléme homogéne aux limites, soit:

Xy (x)

B(x,0) = Z -~~—~e><p( )

K=
x [gﬁ-j yilt) exp (i) df:[- (8h)
o

De la méme maniére, on peut écrire la densité de
flux ¢,(x, #) pour ce probléme homogéne aux limites
en remplagant X, (x) par F,(x) dont les expressions
respectives sont données par (7d) et (7¢) dans le
second membre de I'équation (8h).
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6. PROCEDURE POUR LE CALCUL DES
VALEURS PROPRES

Dans la référence [58]. nous avons décrit d’unc
fagon détaillee I'anologic entre les problémes de
diffusion et ceux de vibration de structures dans le cas
des milieux continus par morceaux: ces deux prob-
lemes debouchent sur un probléme singulier de
Sturm-Liouville.

L’un des théorémes de Rayleigh [57]. qui est appli-
cable aux vibrations de structures linéairement élas-
tiques [55] permet d’écrire la série d'inégalités

k=12, )

O<. gy A< s . (9a)

dans laquelle les valeurs propres g, d’un systéme de
Sturm-Liouville sont solutions de 'équation trans-
cendante

K(uy =0 (9b)

et les valeurs propres 4, sont solutions de U'équation
aux valeurs propres

K{u)=0 (9¢)

en ayant imposé 4 ce sysiéme une contrainte telle que

X,r)=0 l<g<n y,=x, (9d)

v, Loux,

f

sans que les autres conditions aux limites changent.

Ainsi, nous avons établi une propriété de comptage
des valeurs propres basée sur le signe du rapport entre
les deux équations {9b) et (9¢): si une contrainte est
enlevée 4 un systéme, le nombre [, (u*) de valeurs
propres du systéme non-contraint n’excédant pas une
valeur positive quelconque u* du paramétre valeur
propre p soit est égal au nombre /.(p*) de valeurs
propres du systéme contraint, soit est augmenté d’une
unité ; d’ou la propriété

Pt:
. Ko (p*)
* ZE e 0 1 l *Y e . *
st R(p*) K gn <0 alors we (%) = L(p*) + 1

sinon, 1 (u*) = L.(u*).

Cette propriété Pl a constitué la base de l'algorithme
que nous avons développé dans [58], pour le calcul des
valeurs propres dans le cas d’une plaque multicouches.
Maintenant on va voir comment on étend ce cas a des
géométries cylindrique et sphérique.

6.1. Calcul du nombre de valeurs propres pour €10, u*]
L’introduction de la contrainte X, (y,) = 0 divise le
systéme original en deux sous-systémes découplés (ou
indépendants) («) et (§). Dans ce cas, équation trans-
cendante aux valeurs propres du systéme contraint
s’écrit
K = K (WK, (1) = 0.
L’application de la relation (9¢) au probléme con-
sidéreé ici est d’une grande utilité.
En effet, reprenons le probléme aux valeurs propres
défini par les équations (4) ou 'on considére dans un

(9e)

M. Bouzipi

premier temps. que les r couches sont en contact
parfait (h,— x, j=1...., {n—1) dans P"équation
{4c)) et 'équation aux valeurs propres (7¢) qu'on note
ici

Ki(p) =Q(p) = 0. (7¢)

En imposant une contrainte a une interface donnée
a lintérieur de la parot multicouches, le systéme se
décompose en deux sous-systémes (z} et (). Soit {7)
le sous-systéme formé par:

—le sous-systéme (o) ot i couches obéissent aux
équations (4) (a4 I'exception de la condition externe
(4c)) et a

Xix) =0, (10a)

—le sous-systéme (ff) ol n~i couches obéissent &
I'équation différentielle (4a) et &

X(x. ) =X(x)=0, j=1.._.n (i0b)

A Vaide de la relation (9e¢), I’équation aux valeurs
propres du systéme (i) contraint s’écrit :

"

K(w 1 5(w=0

i i+t

(10¢)

ou K;(p) est déduit de I'équation (7¢) en posant # = |/,
%, =l et h, — o0, soit:

K1) = &) —ahmi(p). (10d)

Les expressions des (1) qui sont données plus loin,
correspondent aux équations aux valeurs propres du
probléme dans lequel toutes les couches sont dé-
couplées dans le systéme (f3).

Soit, maintenant, (i+ 1) le systéme obtenu en sup-
primant la contrainte X,(x,) = 0 dans le systéme (7).
La condition a l'interface x = x,, entre les couches ¢
et i+ 1, devient

Xix) = X (X)) #0 (10e)

alors que celle a interface ¥ = x,, ,, entre les couches
i+leti4+2est

X (v ) =0 (10)

Dans ce nouveau systéme, les i+ 1 couches sont
couplées entre elles tandis que les n— (i+ 1) couches
sont découplées. L'équation aux valeurs propres du
systéme (i+ 1) s’écrit alors:

Kool H gj(ﬂ) =0

f=i+12

(10g)
ou

Kiv Q) = & () — Ay (1),

Le nombre 7, , (u*) de valeurs propres n’excédant pas
la valeur p* du paramétre u dans le systéme (i-+ 1) est
déduit de la propriété P1 en testant le signe du rapport
des équations transcendantes (10c) et (10g)

(10h)
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K, (%)

R(#*) = R§+ I(;‘l*) = Km;‘—) t

(i6)

Si

R (p*) <0, alorsl, (u*) = L(p*)+1

sinon, [, ({u*) = L{z*).

Ainsi, en supprimant les contraintes une 4 une
jusqu'a X,(x,) =0, on trouve R,(u*) et le nombre
cherché est 7,(u*). A cc stade, la paroi multicouches
est encore contrainte. En imposant la condition
externe, équation (4¢), ce qui permet enlévement de
fa derniére contrainte X,(x,) =0, on détermine le
dernier rapport

K,(u*)
Kil(ﬂ*}

dont il faut tester le signe pour trouver I, {(u*). K, (1*)
est I'équation aux valeurs propres s’obtenant a partir
de ’équation (10d) en prenant i = n en ayant imposé¢
la contrainte X, (x,) = 0.

On note que le nombre de rapports R(u*) dont il
faut tester les signes est égal au nombre de couches »
(avec contact parfait) augmenté d’une unité en pré-
cisant que le premier rapport est

R Gy = K1),
£ (p*)
On note également qu’on a autant de conditions aux
limites de premiére espéce sur les faces externes que
de rapports R{p*) en moins car dans ces conditions,
ces rapports valent Punité.

En prenant une forme analogue a celle de Wittrick
et Williams [S5], on établit une relation donnant le
nombre de valeurs propres existant dans l'intervalle
10, #*], du probléme considéré ici, soit

I(*y = To(u*) +s{ R, (1%)] (11a)

ol s{R;,(u*)} désigne le nombre de signes négatifs des
rapports R(u*) et I,(u*) est le nombre total de valeurs
propres n'excédant pas p* quand les # couches de la
paroi sont découplées.

Pour trouver /,(u*), on prend en compte le fait que
toutes les fonctions propres sont nulles 4 toutes les
interfaces, y compris les faces externes:

R(p*) = (10j)

(10k)

Xx) =0, j=l<i<j, j=1....n (i1b)

ct le systéme d’équation (4a) dégénére en un ensemble
découplé d’équations. Dans ces conditions, la solution
donnée par I’équation (5c) implique &;(x) = b;(g, x,)
= 0, soit:

&) = vl X upx; )
(11¢)

L’équation (11c¢) qui est une éguation transcendante
doit étre résolue pour chaque couche j pour déter-
miner le nombre 7, ( #*) de valeurs propres n’excédant
pas p*. Ainsi le nombre total ,(#*) de valeurs propres
pour Pensemble des # couches découplées est évalué:

—w(pu,x)vp,x,) =0, j=1,...,n
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I(p*) = 3 Lo (1)

it

(11d)

Dans le cas des géométries plane (m = 0) et sphérique
(m = 2), 'équation (11c¢) se réduit a

gpM) =sinp*x,—x,_)]=0, j=1,....n
(lie)

Cette equation a une solution explicite

pre =l I=1,2,..., ¢ =x—x_y;

d’ou le calcul de

*o
1w<u*)==ent[“%¢]

ou la valeur de la fonction ent () est le plus grand
entier n’excédant pas la valeur de 'argument z de la
fonction.

Quant au cas de la paroi multicouches cylindrique
{m = 1), pour lequel ’équation (11c) a la forme

5/(#) = Jolux;_ 1) YG(PL‘\'/) - Yn(!‘xj— ))Jn(ﬂx/) =0
(11g)

il n’y a pas de formule explicite du type (11f). Cepen-
dant, les racines de I'équation transcendante (11g)
peuvent ¢&tre calculées a lPaide des techniques
numeériques conventionnelles. Ainsi, le nombre
Iy (u*) de valeurs propres n'excédant pas u* pour
chaque couche j peut étre déterminé et I, ( u*) est alors
évalué selon la relation (11d).

On note que dans le cas des conditions aux limites
de premiére espéce, les signes des rapports extrémes
ne sont pas tester car ils sont toujours positifs et valent
une unité.

(11f)

6.2. Cas des résistances thermiques interfaciales

La procédure précédemment décrite s’applique
directement si le contact thermique entre toutes les
couches est parfait. Cependant, cette procédure peut
étre adaptée aisément pour une application au cas ou
il existe des résistances thermiques entre deux couches
contigués quelconques.

Pour ce faire, on se place a interface x = x,, entre
les couches i et i+ 1 ou il y a une résistance thermique
1/h,. En supprimant la contrainte X,(x) = 0 dans le
systéme (/) et en P'imposant a X, ,(x,) = 0, équation
aux valeurs propres du nouveau systéme s’écrit :

Kiw) ] stw=0 (12a)

=it
ou

Ki(w) = [&() — 2. hami ()]
1
— 5 Ll —ahy (] (126)

est déduit de ’équation (7¢) en posantn = jeta, = 1;
d’ou le rapport
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ey K ;.

R{p*) = K(;l*) {12¢)

dont il faut tester le signe pour déterminer, 4 Paide de

la propriété P1, un nombre [{{y*) de valeurs propres,

qui n'est pas égal a [, | (¢*) pour X,(x,) différent de

X..1(x;) qui est nul. En enlevant la contrainte

X, (x;) =0, on détermine un nombre /,, ,(u*) cor-

respondant au systéme (i 1) en testant le signe du
rapport

lwf* l(# )

Ki(iMe (%)

On note qu'on a autant de rapports R'(p*) dont 1
faut tester les signes que de résistances thermiques
interfaciales. Si A, — oo, Ki(p*) est identique a K,(¢*)
et Ri(u*) = 1.

R (u*) = (12d)

7. SOLUTION DU PROBLEME ORIGINAL

Le probléme homogéne aux limites étant résolu et
la solution du probléme pseudo-stationnaire ayant été
établic sous une forme générale dans [58] on écrit
maintenant la solution du probiéme original défini par
les équations (1), compte tenu de sa décomposition
(relation (2)), sous une forme explicitc pour une
exploitation numérique. On a alors:

pourm =0

7‘;’('Y‘ I) = {[1;!3f1 +, ((Y] - x)lfﬁj + Z ei:’;ﬁi

[y

+”i l/h,)] T+ []/hu‘{"%((—\"“x,’ OB

+ Z elBi+ Z 1/h )] (,,,(l)}

i= 1

"

X [mn;;hn + ﬂta/h,, + X ( Z é‘/-;‘;/)),‘

A
ot

-1 x. X
+3, ifh)J + 3
k=t N

i= 1

ekp( #1)

X !I/\-“Fﬁ (Pi+5:) exp (1) df—l (13a)
L ' -

pourm = |

[ 7
T/»(X, 1) = { v h‘ +a, (,8_ In ‘f\[
S A i} o

” £l
X

i L
LA ¥ -
+[:mﬁ'_ In o +i1:i x,h,)] T
1 1 X — i X
. 17 I e :
[’anu (ﬁf Xi .-Zu B 1

! %, %,
L .e:i;,i)] T‘m(”}[;:;}fa; T n,

Bouznn

1

v X; Y A
+ 9, codn- T+ ) 1
(}Zl {),J X iz’ ‘\V«'h:‘/ -

N i ‘X//ik {(x)

L exp (—uin
T N )

x| s +J (P +50) exp (i) er (13b)
B 0

pour m = 2

Tl = 1 WA )
f(-x-s ) - _»\“,‘,2}2,., '\L“” f)’l Y _\‘}.!
N Z 1)+)rzi 1 I
i 1 1 X/ Py .\‘,vzf?,- T
] . 1 1 I
M VA
S AN 1 il
a’? mtl ! 1 1 1
8 {"Yéhn - '\;rghn T [,g, ﬁ/ (X’; f B _\”1>
7o 1 ! ¥ /Y,‘[‘» (\)
-+ + i
;2‘ /-h/]:] kzx Ny

> [qﬁ« { {pe+5) exp (it di} {13¢)
Jo

exp{—puit)

ou
g = {Vix), X (x))
Pro= <{pla, ) X))

-y

S o= <- : Si(x.1). X/A(\)\
\ ¢

T

8. CONCLUSION

Le probléme de la diffusion thermique non-sta-
tionnaire dans des milieux multicouches pour diff-
érentes géométries a été formulé et résolu. Pour cela,
un modéle analytique, basé sur le formalisme des
matrices de transfert et la technique des trans-
formations intégrales, a été développe, ce qui a permis
un traitement élégant mathématiquement de ce type
de problémes. La seule difficulté qui résidait dans la
résolution de 'équation transcendante du probléme
aux valeurs propres a ¢ié supprimée en proposant
une procédure efficace pour le calcul de ces valeurs
propres, d’ou la fiabilité entiére du modéle analytique.
Un exemple d’application qui est un cas spécial de ce
modéle est donné dans la réf [S8].
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TRANSIENT HEAT DIFFUSION IN MULTILAYERED COMPOSITE MEDIA AND
EIGENVALUE PROBLEM—I. A SINGLE MULTILAYERED WALL

Abstract—An analytical model for the transient heat diffusion in one-dimensional multilayered slabs,

cylinders and spheres, is proposed. This model is based on the finite integral transform and the transfer

matrix formalism for solving the boundary homogeneous problem and the eigenvalue problem that is not

of the conventional Sturm-Liouville type in this case. For the computation of the eigenvalues in order to

obtain the numerical solution, a reliable procedure is presented because the conventional techniques cannot
prevent from missing eigenvalues in the course of the computation.

. LOSUNG DES EIGENWERT-PROBLEMS BEI DER INSTATIONAREN
WARMELEITUNG IN EINEM MEHRSCHICHTIG ZUSAMMENGESETZTEN MEDIUM—
1. DIE EINZELNE MEHRSCHICHTIGE WAND

Zusammengassung—Es wird ein analytisches Modell fir die instationdre Wirmeleitung in eindimensionalen

mehrschichtigen Platten, Zylindern und Kugeln vorgestellt. Dieses Modell beruht auf der endlichen-

Integraltransformation und dem Formalismus der Transfermatrix zur Losung des homogenen Rand-

problems sowie des Eigenwertproblems. Letzteres ist im vorliegenden Fall nicht vom Sturm--Liouville-Typ.

Es wird ein zuverldssiges Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte im Zuge der numerischen Losung

vorgestellt. Dies ist erforderlich, weil herkémmliche Verfahren einen Verlust von Eigenwerten bei der
Berechnung nicht vermeiden kdnnen.

HECTAHUOHAPHbBIY TEIJIOIIEPEHOC B MHOTI'OCJIOMHBIX KOMITO3UTHBIX
CPEJAX U 3AJJAYA HA COBCTBEHHBIE 3HAYEHUS — 1. EAUHHYHA A
MHOT'OCJIOPHAS CTEHKA

Amnoramms—IIpennoxesa aHaJIMTHYECKas MOJIETb HECTALIHOHAPHOIO TEIUIONEPEHOCA B OQHOMEDPHBIX

MHOTOCHOMHBIX [UIATAX, UMIMHApPaXx M chepax. Monenb, OCHOBaHHAS Ha KOHEYHOM HHTETPaIbHOM

npeo6pazoBanun U GopaManniMe MaTPUUbl NEPEHOCA, HCTIONL3YETCS UL PEIUEHHA PAHHYHON OHO-

POAHOM 3aJa4H ¥ 3a[a4H Ha COOGCTBEHHbIE 3HAYCHMs, HE ABNAIOLIEHCA B JaAHHOM Cilyyae 3ajaveil THIA

ItypMma-JInysuns. TIockosibKy MpHMeEHEHHe OOLIMHBIX METONOB HE MO3BOJIAET HM36GexaTh MoTepH

COGCTBEHHBIX 3HAYCHMI B XOJ€ PacyeTOB, NPEUIOKEHa HaleXHasi METOANKA PacyeTa COGCTBEHHBIX 3Ha-
YEHHH, IO3BOJIAIOILAA HAHTH YHCIICHHOE PELLECHHE.



