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Resume--On propose un mod& analytique pour le traitement du probleme de diffusion thermique non- 
stationnaire et unidirectionnelle dans une paroi multicouches plane, cylindrique ou spherique. Ce mod& 
est base sur la technique des transformations intigrales et sur le formalisme des matrices de transfert pour 
resoudre respectivement le probleme homogine aux limites et le problkme aux valeurs propres qui n’est 
pas du type Sturm~Liouv~lle conventionnel a cause de la discontinuity des coefficients. Pour le calcul des 
valeurs propres en vue dune exploitation numerique du modSe, on prkente une procedure fiable car les 

mtthodes classiques n’ecartent pas le risque d’en oublier au cows de leur calcul. 

1. INTRODUCTION 

LE PROBL~ME de la diffusion thermique dans les mater- 
iaux composites a de nombreuses applications dans 
des domaines industriels varies. Dans toutes ces appli- 
cations, une bonne connaissance du comportement 
thermique de ces materiaux est essentielle. Parmi les 
differents types de composites solides existants, on 
considere. ici, uniquement les composites multi- 
couches. Plus precistment, on s’interesse aux prob- 
lemes mathematiques lies aux transferts thermiques 
dans de tels composites. I1 existe en effet, des methodes 
analytiques diverses pour l’analyse de ces problemes. 
L’avantage de ces methodes ~malheureusement lim- 
itees aux problemes hneaires) est qu’elles permettent 
une bonne comprehension physique des phtnomenes 
de transfert au sein du systeme etudie, contrairement 
aux mcthodes purement numeriques fournissant des 
resultats dont I’interpretation reste delicate. 

Parmi les methodes de resolution analytique per- 
mettant d’obtenir des solutions exactes, on peut titer 
la transformation de Laplace [l-14], les fonctions de 
Green [I 1, 15--191, la technique du developpenent 
orthogonal [ 1 I, 20.-341 et la transformation integrale 
finie [I 1, 35541]. 

Darts cet article, on utilise la technique de la trans- 
formation integrale tinie qui conduit n~cessairement, 
comme les autres methodes, a un probleme singulier 
de Sturm-Liouville dont la solution passe par le calcul 
des valeurs propres et des fonctions propres cor- 
respondantes. Par ailleurs, la fiabilite des methodes 
analytiques precitees depend en grande partie de la 
technique numerique utiliske pour la resolution de 
l’equation transcendante aux valeurs propres car le 
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risque d’oubli de valeurs propres n’est pas &carte au 
tours de leur calcul. Vue l’importance de cette &tape 
de resolution, sa discussion n’a pas ite souvent 
abordee dans la litterature et notamment dans les 
publications citees ci-dessus. 

Dans les references [27, 36, 42-461, les auteurs ont 
present& des resultats numeriques pour I’analyse des 
composites multicouches avec ou sans resistances 
interfaciales sans toutefois preciser les techniques 
numeriques utilisees pour le calcul des valeurs 
propres. Les methodes de Newton et de Raphson- 
Newton alliee a une methode graphique, ont Cte 
appliquees pour resoudre les equations aux valeurs 
propres resultant resp~tivement de la diffusion de 
masse dans un cylindre composite avec des resistances 
interfaciales [46] et de la diffusion thermique dans un 
mur multicouches [47]. Pour etudier les facteurs de 
reponse d’une plaque multicouches, Hittle et Bishop 
[48] ont utilise une methode de s&ante pour calculer 
les racines de l’equation transcendante. Ju et Lee [49] 
ont developpe une procedure bake sur I’un des resul- 
tats de Sturm et Liouville et l’usage de la methode de 
Newton pour la recherche des valeurs propres et des 
fonctions propres d’un probleme avec des coefficients 
discontinus. Duhamel et Gosse [23] et Bouzidi (201 
ont applique la methode de Newton alliee a une di- 
chotomie avec un test verificatif permettant de com- 
parer le developpement de la condition initiale du 
probleme non-stationnaire sur une base propre a la 
condition initiale imposee. 

Hodges [50] a applique une procedure basee sur la 
methode de Ritz dej:ja developpee par Bailey [5 I] pour 
calcuter les valeurs propres des systemes de Sturm- 
Liouville avec des coefficients discontinus. Horgan et 
Nemat-Nasser [52] ont utilise une technique de 
Rayleigh-Ritz pour encadrer les valeurs propres 
du meme type de problemes precidemment cites. Pour 
le traitement numerique des problemes avec des 

I259 



NOMENCLATURE 

al diffusivitc thermique de la j&me couche, 
J&;/p;C; 

a,(~, x) fonction, Tableau 2 
A,, 8, constantes, equation (5a) 

K effusivite thermique de la j&me couche, 
(i;p;c;) ’ z 

b,(p, x) fonction, Tableau 2 
c; chaleur massique de ia j&me couche 
c/(/t, X) fonction. Tableau 2 
CL(t) fonction, equation @a) 
cl,@, X) fonction, Tableau 2 

Di constante, equation (5) 
e;, (t’,) epaisseur (rcduite) de la ,jime couche. 

“, = (~;~e’,)(~~/~~)’ 2 
F$ ( pay x) densite de flux associee a la h-&me 

fonction propre 

!?k fonction definie par i’equation (Sf) 
h’, (h) conductance surfacique (reduite), 

h = Y/H’ 
H’ conductance de la couche I, A’, ierg 

G4 nombre total de valeurs propres, 
equation (1 la) 

I,@), I,,(p) nombre total de valeurs 
propres d’un systbme contraint et non- 
contraint respectivement, Section 6 
nombre total de valeurs propres quand 
toutes les couches sont decouplees, 
equation (I 1 d) 
nombre total de valeurs propres de la 
j&me couche decouplee, equation (1 lf) 

Jo, Y(, fonctions de Bessel de premiere et 
deuxieme espece, respectivement 

K,(p) tquation aux valeurs propres d’un 
systemc contraint, equations (Se) et 

(9e) 
K,(p) equation aux valeurs propres relative a i 

couches couplees 
f(,,(p) equation aux valeurs propres d’un 

systeme non-contraint. equation (9b) 
I?2 exposant propre a fa geometric du 

probldme 

K constante, Tableau 2 
n nombre total de couches 

Nh not-me definie par I’equation (7h) 
p;(x’, f’), (p&r, t)) source volumiquc de 

chaleur (reduite), 
/>,(.l-, t) = (&Y’, t’)e’,‘)/(a’, ,!+;A T’) 

I$, (r,) variable locate (reduite), 
Y, = (r$%‘! ) (a’, /uJ ‘: ’ 

R(p) rapport entre deux equations aux valeurs 
propres, Section 6 

SfR’(P)) nombre de signes negatifs des 
rapports R(p), equation (1 la) 

S,(.r, I) temperature reduite pour le 
problemc pseudo-stationnaire 

t’,(t) temps (reduit), t = t’n’,jr’,’ 
Tifs’, t’), (T,(.x, t)) distribution de 

temperature (reduite) dans la couche.j, 
T, = (T;- Ti,)/AT’, AT’: icart de 
tenlp~r~~ture 

T,,,(t), 7’,,,(t) temperatures des milieux 
environnants les deux faces externes de la 
paroi 

G temperature de reference 
u,( ,u, x), r,( ~1, .v) fonctions, Tableau 1 
V,(X) fonction definie dans I’equation (3f) 
W,(X) fonction definie dans I’equation (If) 
s’, (x) coordonnte d’espace (reduite), 

.Y = X, , + r, 
X,k ( ,ui, .v) kitme fonction propre dans la 

couchej 
yA (f) fonction definie par l’equation (8e) 
z pardmetre, Section 6. 

Symboles grecs 
or,,, a,, parametres, equations (1 b) et (Ic) 
(srf, (8) deux sow-systtmes, Section 6 

P, effusivite thermique reduite de la couche 
.j, bjih; 

[r,(p, x,)] matrice de transfert d’ordre 2 de 
la couche j, equation (Sk) 

s,(~L.x~) equation aux valeurs propres de la 
couche,j ind~pendante, equation (1 lc) 

f/i,(~. t) temperature reduite, solution du 
probleme homogene aux limites 

& (0) transformation inttgrale de la condition 
initiaie, dcfmie par I’equation (Xf) 

0; (t) transformation integrafe de la 
temperature dttinie par l’equation (8h) 

.I 
4 corldLictivit~ thermique de la couche,j 
p, pLk paramkre vafeur propre et la kemc valeur 

propre rcspectivement 
ir,(&, r&), xi(~), <,(,~c) coefftcients de la 

matrice de transfert [r,( kc, x,)], relation 

(Sk) 
P, masse volumique de la couche,j 
q,(~, t). +,(s. t) densites de flux reduites des 

problemes respectifs original et 
homogene aux limites 

Q(it) fonction dtfinie par l’equation (7h). 

Indices 

.i indice de couche,j,j = 1,2,. . . , II 
k indice de valeur propre et fonction 

propre, k = I, 2,. . . 
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coefficients discontinus, Babuska et Osborn [53] ont 
appliqd la mCthode de Ritz-Galerkine. 

Toutes les procCdures utilis6cs dans les refkrences 
p&it&es n’Ccartent pas du tout le risque d’oubli de 
valeurs propres aux tours de leurs calcul. 

Dans une publication tr& inttressante [54], Mikhai- 
lov er nl. ont applique un algorithme e&ace pour le 
calcul des frgquences naturelles de vibration de struc- 
tures Plastiques, dkveloppd par Wittrick et Williams 
[55], 5 l’analyse des problimes de diffusion dans des 
composites multicouches. Cet algorithme permet de 
connaitre exactement le nombre de valeurs propres 
infkrieures g une valeur donnCe positive du param&re 
valeur propre, sans avoir g les calculer explicitement. 
Cette application dire&e est facilitke par le fait que 
l’hquation aux valeurs propres utilide dans [54] se 
prCsente de la mSme man&e que celle dans 1551. Par 
contre, la mkthode utilisCe ici comme dans [ZO, 23, 
241, pour l’obtention de 1’Cquation aux valeurs propres 
est t&s diffirente de celle d&rite dans [54, 551. 

Dans une publication ricente [%I, nous avons 
diiveloppir un algorithme fiable qui permet une con- 
naissance prealable exacte et le calcul du nombre de 
valeurs propres pour une valeur positive quelconque 
du parametre valeur propre. La mise au point de 
cet algorithme a Cttr appliqut au cas d’une paroi 
multicouches plane g&e & l’exploitation de l’analogie 
entre les problkmes de diffusion et ceux de vibrations 
de structures dans Ie cas des milieux continus par 
morceaux et l’usage d’un des th&oremes de Rayleigh 
[57] qui est applicable aux vibrations d’une structure 
linkairement ilastique [55]. 

Le but de cet article est de proposer un modile 
analytique bask sur l’usage du formalisme des matrices 
de transfert pour la rirsolution du probEme aux val- 
curs propres et la technique de la transformation in& 
grale finie pour l’obtention de la solution du prob- 
lkme homogene aux limites. Pour la fiabilitt de ce 
modkle analytique, une attention particulikre sera 
port&e sur l’analyse du probEme aux valeurs propres 
et plus priciskment le calcul des valeurs propres et 
ceci en gCnCralisant le cas de la rCf&rence [56] pour 
l’appliquer aux parois multicouches cylindriques et 
sphkriques. 

2. FORMULATION 5U PROBLEME 

Nous nous proposons de traiter le probEme de 
diffusion thermique B une dimension en r&gime non- 
stationnaire dans une paroi composite con&t&e de n 
couches en gComCtrie plane, cylindrique ou sphCrique 
comme le montre la Fig. 1. Chaque couche j, d’Cpaiss- 
eur ej est homogkne et isotrope et ses propriCtCs ther- 
mophysiques pi, ci et ,I; sent constantes. Pour g&n- 
i?raliser cette ttude, il est tenu compte des r&istances 
thermiques interfaciales l/h; (hi &ant le coefficient 
du film d l’interface x = xi, j = I,. . . , (n- I)) et des 
sources de chaleur volumique p,‘(x’, l’) fonctions de 
l’espace et du temps. L’echange de chaleur entre les 
deux faces externes de la paroi composite et les deux 

I 

n; hi_, 

___--- 

X‘l x;-1 

i 

Wod&le de paroi B n couches parall&tes. 

milieux environnants respectivement B tempkratures 
T:,(t’) et T:,,(t’) se fait par l’intermediaire des 
coefficients constants h: et h:. Dans chaque couche j, 
la distribution de tempbrature ti l’instant initial est 
TJ.x’,O) = WJX’). 

Afin de simplifier l’kcriture des Cquations rkgissant 
le transfert thermique dans la paroi multicouches, on 
introduit les grandeurs adimentionnelles suivantes : 

T = T;-yTb 4 
i t = 12 t' 

AT ' e, 
avec e; = .r’! --xi 

r; a’, “’ 
r,=T 7 

0 e, a, 
avec r; = x'--xi_, 

et on pose x qui est fonction de la variable locale r, 
sous la forme : 

x=xj_,+r,, O<r,<e,, j= l,..., n 

avec 

Dans ces conditions, la distribution transitoire de tem- 
pbature est gouvernCe par l’kquation de diffusion avec 
un terme de source 

t>o, x;_, <x<xp j= I ,..., n 0) 

oli m prend la valeur 0, 1 ou 2 pour respectivement 
un problkme plan, cylindrique ou sphCrique. A Y&qua- 
tion (la) sont associkes les conditions 

cp ,(x,0 = ~,[~,,(~)-&7',(& 01 
x=x0, r>o (lb) 

cp.k t) = kbn~&, f) - Tci,,(41 
x = x,, t>o (14 

aux limites externes, et 



y?,(.K. f) = $0, + / (s. f) iId) 

Tj(.K. f) = r,., , (x. t) + cp,ix. 1) :/7, (le) 

aux limites interfaciales en s = .Y,. j = I.. . . (II- I) 
pour t > 0, en ayant dtfini q,(.r, f) par 

$!$v.r) = -,j,$ T,(.v, t) 

oti /ji = b;/h; (effusivit~ thermique reduite) et Iz par 
W/H’, ou N’ = i&‘, /e’, . La condition initiale est 

T(.Y, 0) = W;(_u,, .Y{_ , < .Y < St 

,j= 1 . . . ..n pourt=O. (if) 

Si la resistance interfaciale I/h, est nulle c’est a dire 
yuand h, -+ m, l’equation (le) se riduit a une con- 
tinuite de temperature 

T,(x,.t) = r,, ,(X,, t), I > 0 

.Y = X,. ,j= i,....(n-I). (Ig) 

Par un choix approprit des valeurs des parametres a, 
et g,,, on peut obtenir diverses combinaisons de deux 
dcs conditions aux limites de premiere, de deuxi6me 
et de troisieme espece non-stationnaires sur les deux 
limites externes, equations (1 b) et (1~). Le cas special 
ou z‘, = cr,, = 0 et h, et h,, sont finies n’est pas considere 
ici. 

3. DECOMPOSITION DU PROBLEME 

GENERAL 

La solution formelle du probleme defini par les 
equations (I) s’obtenant sous forme de skies a I’in- 
convenient de ne pas converger uniformkment aux 
endroits des discontinuit~s et surtout aux limites non- 
homogkes (phenomene de Gibbs 1591) quand on 
effectue le calcul numerique. Pour kiter cet incon- 
venient, on decompose ce probleme en dcux: l’un 
non-stationnaire et aux limites homog&nes en 0,(x, t), 
i’autre pseudo-stationnaire et non-homo~~ne en 
S,(X, t). Ainsi, on pose 

7-&Y, t) = S;(s, r) + tr,(.X. I)~ (21 

En substituant la relation (2) dans Ies equations 
(1), on obtient Ic probleme homogene aux limites 
ci-dessous. Sachant que l’equation de diffusion en 
regime pseudo-stationnaire est 

l’equation (la) prend la forme 

f > 0, “,_, <s < .K,, .j= I ,.... 72. (34 

Les conditions aux limites externes {I b) et (Ic) dew- 
ennent 

4,(.X, f) = -l,,h,,O,(.Y, t). s = SC,, t > 0 (3b) 

d&,(.5 t) = ~,~~7,~~~,,(.~. tA I = x,,. t > 0 (3cf 

et les conditions aux limites interfaciales (Id) et (le) 

s’krivent 

cp,(.Y. f) = tp,_L , (x. f) 134 

Hj(.G I) = u,, ,(.Y, f)i&(X, t)ih, WI 

en .Y = .Y,, .j=l,.... n, f>O 

en ayant defini c$,(x, 1) par 

6 
c$,(.K. 2) = -8, -. B,(x, f). i?.x 

La condition initiale (If) se transforme en 

@,(x.0) = v,(x) = W,(X)-S,(X,O) 

f=O, x,., <x<x,, ,j= I ,..., II. 130 

Le cds special oti h, -+ cc, equation (3e), se reduit ii 

0,(X, t) = (I,, j (.I+. t), .Y = r, 

,j= I,..., (n-i). t > 0. (3g) 

L’usage de la technique de la transformation inte- 
grale finie pour la resolution de ce problkme homo- 
gene aux limites defini par Ies equations (3) necessite 
celle du probleme aux valeurs propres associe suivant 
defini par l’equation differentielle 

.K, / <X<.K,, j= I,..., n (44 

soumise aux conditions aux limites externes 

F,(I~,x)+ol,,h,X,(~,-U) = 0, x = X” (4b) 

F,,fll,.Y) -sr,,h,,.&(& xf = 0, .X = .\;% (4c) 

et 

~(~~,.~)-~~,(~,~~} = 0 (4d) 

X,(/&X)--X,., ,(r_l,.X)-F,(fl,x)/h, = 0 (4e) 

aux limites interfaciales en .K = x,, j = 1,. . , (n- 1) 
en ayant defini 

La solution de ce probleme aux valeurs propres, 
s’obtenant en faisant usage du formalisme des ma- 
trices de transfert. est d&rite dans la section suivante. 

4. RESOLUTION DU PROBLEME AUX 

VALEURS PROPRES 

Les fonctions X,(p,x) qui r&solvent l’equation 
diff~rentielle (4a) sont de la forme 
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x,(PT x, = A,“,(PL, x, +Bju,(lr3 x, (54 Le Tableau 2 montre les fonctions u,(p,x), b,(p,x) 

c,(p, x) et d,(p, x) pour les gkomttries plane, cylin- 
drique et sphttrique. oti A, et B, sont des con&antes et u,(F, x) et ZI,(~, x) 

sont deux solutions 1inCairement indkpendantes de 
1’Cquation (4a). Ces fonctions sont don&es par le 
Tableau 1 pour les gCom&ries plane, cylindrique et 
sphCrique. De m2me, on peut kcrire 

F/(PL, x) = -B,[-+;(P> x) + &;(A x)1 (5b) 

od le prime dksigne la d&iv&e premiere par rapport A 

x. Les constantes A, et B, sont calculCes en fonction 
de X,(p, xi- ,) et F&x,- ,) en Cvaluant les Cquations 
(5a) et (5b) pour x = X_ , et en rCsolvant le systime 
lintaire rtsultant de ces deux kquations. En intro- 
duisant les expressions de A, et B, dans les Cquations 

(5a) et (5b), on obtient, sous une forme matricielle 

On peut noter que, pour x = x,~ ,, les fonctions 

a,(p,x), b,(p,x), c,(p,x) et di(pL,x) prennent des val- 
curs particulikres, ce qui implique : 

[r,(P,x,-,)l = ; ; 
F 1 (5.0 

et pour x = x,, la matrice carrke [l-,(p, x,)] d’ordre 2, 
telle que 

w, X,)I = 
qh x,1 b,(P, x,1 
c,h -4 d/b x,1 1 

(W 

appelke matrice de transfert, permet d’exprimer 
X,( p, x,) et F,( p, x,) en fonction de leur homologue en 
x=x,-,. 

(5c) 

avec 

(64 

F,(PT x)1 = 
uj(P> x) b,(Pz x) c&44 q/44 1 (54 OLi 

[R,] = :, - y 

[ 1 
(6b) 

et compte tenu de (5~) et (5k), on obtient 

od les ClCments de cette matrice valent 

a,b 4 = b,(/& #oP> x,- I) 

-u,bL,x)W, x,- I)lB,/oi (5e) 

b&x) = [~,(P?X)~,(A.~,~ I) -“,(PL,x)uj(P3 XI- I)li”, (5f) 

C,(P? x) = [u;(P? +;(PL, x,- I) 

-$(/A X)Ui(PL, XI- JlP;/~, (5g) 

d,(P, x) = [u;(K 0,(P> x,- I) 

-~L,x)~,(Ax,- JB,P, (5h) 

avec 

(6~) 

oti par convention, [RJ est une matrice uniti: et l’on 

pose 

Les ~kments MA L(P), c&4 et X.(P) de cette 
matrice globale de transfert se calculent sans difficult6 
par rCcurrence 

D, = [u;(~,x,~,)v,(~,x,-,) 

-WL,+ OU~(P,X,~ ,)I. (5i) 

Gtomktrie 

Plaque 
Cylindret 
SphPret 

t x0 > 0. 

Tableau 1. Solutions linkairement indtpendantes u,(p, x) et 
u,(~,x) de I’tquation (4a) pour la plaque, le cylindre et la 

sphkre 

5,(P) = (5,- I -i,- I lh,- I k,(P, x,) +L14b,x,) (he) 
V,/(PL) = km I -x,-,/h,- I)a,(P,x,) +x,- IWL,X,) (60 
ij(PO = (5/p I -i,- llh,- l)c,(P~xj) 

+i,- 14hx,) (63 

X,(P) = elm I -x,-,lh,p I)C,hX,) 

+x,p ,d,(~c,x,) (W 

od pourj = 1 

51(p) = al(kX,L rl,(A = b,(kX,) 

0 cos (w) sin (ptx) 
1 JOW) Y,(w) 
2 cos @x)/.x sin (fix)/x 

En Ccrivant les conditions interfaciales, kquations 

(4d) et (4e), sous une forme matricielle 



1264 

C,(p) =c,(p.s,). x,(,c) =d,(p_Y,) 

La recurrence est initialike par 

i;,,(p) = a,(/k.r,,) = 1. n,,(p) = h,(ll..l.o) = 0 

<“(IL) = (‘1(/&-U”) = 0, x,,(p) = n,(&.r,,) = 1 

L’introduction des conditions aux limites externes, 
equations (4b) et (4~). dans la double equation (6a) 
permet d’ecrire 

Q(F)X, (IL. %I) = 0 (7a) 

- .~:,- [i,,(~L)--x,,h,x,,(101. (7b) 
,I ,z 

Clairement, I’equation (7a) a une solution non triviale 
seulement si 

Q(,c) = 0. (7c) 

Les valeurs propres du probleme de Sturm-Liou- 

ville, defini par les equations (4), sont les valeurs pi 
pour lesquelles R(p) = 0. L’equation (7~) est tine 

equation transcendante qui a un nombre infini de 
racines positives. La recherche de ces racines qui ne 
peut &tre obtenue que numeriquement, surtout quand 

n > 1, est sans doute l’etape la plus delicate car lcs 
methodes numeriques classiques presentent le risque 
d’en oublier au tours du calcul. Ainsi, une procedure 
fiable pour calculer les valeurs propres sera d&rite 

dans la Section 6. 
L’equation aux valeurs propres etant maintenant 

connuc, on peut calculer les fonctions propres 
X,(P~, X) notees X,,(x), solutions de l’equation differ- 
entielle (4a) et verifiant les conditions aux limites, 

equations (4a)-(4e). Les X,,(x), de meme que les 
F,, (.u)\ dependent de deux constantes inconnues 
X,, (.Y,_ ,) et F,, (x,~_ ,), vue la double equation (5~). Ces 
deux constantes, s’obtenant de la meme man&e que 
la double equation (6~) avec des indices appropries, 
sont lineairement dependantes des settles inconnues 
X,,(s,,) et F,,(x,). Ainsi, a I’aide de la condition 
cxtcrne (4b). on obtient les fonctions propres X,, (.x)_ 
solutions du probleme aux valeurs propres, soit : 

X,k(.4 = ~,,h)[ y, ua,,@)+Z, ,nh,iWl (74 

Oti 

F,,(x) = X,,(.~“)[Y, M~,kc~)+z, ,,d,,Wl. (7e) 

Pour chaque valeur propre pk, les fonctions propres 
X,,(x) correspondantes peuvent 2tre determinCes ii 
une constante arbitraire multiplicative pres sans que 
la solution du probleme ne soit affect&e par la valeur 
de cette constante Ctant donne que toutes les com- 
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posantes de la solution sent normal&&es. On peut 
done imposer 6 X,,(xO) la valeur 1. 

On note que l’approche d&rite ici, basee sur le 
formalisme des matrices de transfert pet-met un calcul 
plus direct pour I’obtention des valeurs propres et des 
fonctions propres que celles utilistes habituellement 
pour la determination d’un determinant d’une matrice 
2n x 2n et la resolution d’un systeme d’equations d’or- 
dre (2n - 1) respectivement pour le calcul des valeurs 
propres et des fonctions propres. 

Ayant Ctabli les formes pour le calcul de ces valeurs 
propres et de ces fonctions propres, il faut maintenant 
verifier que ceiles-ci soient orthogonales. Ainsi, suiv- 
ant Vodicka [32, 331, on d&nit un produit scalaire 
par 

dans lequel les coefficients de pond~ration sont des 
effusivitb thermiques reduites fl, au lieu des (p;c;> 
utilises habituellement. On demontre dans [56] que 
deux fonctions propres X,(x) et X,,(x) differentes 
correspondant a deux valeurs propres distinctes ~1~ et 
/L, verifient la condition d’orthogonahte : 

(X,,(.xh X,(-x)> = &,Nh. m?) 

oti S,, est le delta de Kronecker et N,, I’integrale de 
normalisation : 

Uh) 

Comme on le verra plus loin, la condition d’or- 
thogonalite (7g) est necessaire pour etablir la solution 
du probleme homogene aux limites en utilisant la tech- 
nique de la transformation inttgrale tinie. 

5. SOLUTION DU PROBLEME HOMOGEN~ 
AUX LIMITES 

On considere que la representation des fonctions 
0,(x, t) sous la forme 

est solution du probleme homogene aux Iimites, defini 
par les kquations (3). En multipliant les deux membres 
de I’equation (8a) par ~~~~~~,~(.~) et en integrant sur 
l’espace de x,_ , B xi, les expressions resultantes sont 
sommies SW toutes les valeurs de j; on determine 
Ck(f), vue la relation d’orthogonalite (7g). On intro- 
duit ensuite l’expression obtenue pour C,(t) dans 
l’equation (8a) et le developpement resultant pour 
0,(x, t) est decompose en deux parties pour definir la 
transformation inttgrale 

&(t) = i pj 5 yj x“‘@,(x, t)X,&) dx (8b) 
,= I -(,- / 

et la formule d’inversion 

qx, t) = f ycr,(f). (8~) 
k= I k 

Le couple de la transformation integrale, d&i par 
les equations (8b) et (8~) est maintenant applique pour 
resoudre le probleme homogene aux limites, equations 
(3). Les deux membres des equations (3a) et (4a) 
sont multiplies respectivement par ~,x”‘X,,(x) et 
~,xmO,(x, t), le resultat de l’addition des deux Cqua- 
tions resultantes, integre sur I’espace de x_ , B x, et 
somme sur toutes les valeurs dej, permet d’obtenir, 
pour la transformation de la temperature O;(I) I’tqua- 
tion differentielle ordinaire 

Oti 

Yk(G = i P, s s X”‘Xjk (x)[p,(x. t) 
,= I .y,- I 

- aS,(x, t)/&] dx. (8e) 

A l’equation (Sd) est associee la condition initiale 
&(O) qui est determinee en construisant la trans- 
fo~ation de la condition initiale (3f) ~onform~ment 
$ la transformation (8b). On obtient : 

H;,(O) s.41. = f_ ji 
,= I s 

r’ x” V,(x)Ayx) dx. (Sf) 
r,- I 

La solution de I’equation (8d) verifiant la condition 
initiaIe (8f) est 

En introduisant cette expression de gk(t) dans la for- 
mule d’inversion (8c), on obtient alors la solution du 
probleme homogene aux limites, soit : 

.?a(t) exp (&I dr 1 . (8h) 

De la m2me man&e, on peut ecrire la densite de 
flux 4,(x, t) pour ce probltme homogene aux limites 
en remplaGant X;,(x) par Fik(x) dont les expressions 
respectives sont donnees par (7d) et (7e) dans le 
second membre de l’equation (8h). 



6. PROCEDURE POUR LE CALCUL DES 

VALEURS PROPRES 

Dam la refcrcncc [SS]. nous avons d&it d’unc 
faac;on detaillk I’anologic entre les probkmcs dc 

diffusion et ceux de vibration dc structures darts Ic cas 
des milieux continus par morceaux: ces dcux prob- 
lemes dcbouchcnt sur un problemc singulicr dc 

Sturm-Liouvillc. 
L’un des theoremes de Rayleigh [57], qui est apph- 

cable aux vibrations de structures lin~airement elas- 

tiques [55] permet d’krire la s&e d’inegalitb 

O<...b(, <i., <ii-‘,%+ ,,.... (k= 1.2 . ...) (Ya) 

dans laquelle lcs valeurs propres pA d’un systeme de 
Sturm-Liouville sont solutions de I’equation trans- 

cendante 

K,,(IL) = 0 (9b) 

et les valeurs proprcs i., sont solutions de Iequation 

aux valeurs prom-es 

Upi) = 0 (9c) 

en ayant impost a ce systeme une contrainte telle que 

X,,(J,) = 0, I cc q < I?, j’,, = x,, , ou .Y,, C’dl 

sans que les autres conditions aux limites changent. 
Ainsi. nous avons Ctabli unc proprictir dc comptage 

des valeurs propres basee sur le signe du rapport entre 
les deux equations (9b) et (SC) : si une contrainte est 
cnlevce ti un systeme, ie nombre [,,,(/I*) de valeurs 

propres du systeme non-contraint n’exddant pas une 
valeur positive quelconque if* du parametre valeur 
propre p soit est &gal au nombre f,($) de valeurs 
propres du systcmc contraint, soit est augment& d’une 
unite ; d’oti la proprietc 

PI : 

Cette proprieti: PI a constitue la base de l’al~orithmc 
que nous avow developpe dans [58], pour le calcul des 
valeurs propres dans le cas d’une plaque multicouches. 
Maintenant on va voir comment on &tend cc cas a des 
geometries cylindrique et spherique. 

6. I C&u1 du not&w & r~al~ursproprc,spour ,u ~10, $1 

L’introduction de la contrainte X,(_r,,) = 0 divise le 
systeme original en deux sous-systemes dCcouplCs (ou 
iI~d~pendants) (ff) et (B). Dans cc cas, f’equation trans- 
cendante aux valeurs proprcs du systeme contraint 
s’itcrit : 

K(P) f K(P)k;,(P) = 0. (Se) 

L’application de la relation (9e) au probleme con- 
sidere ici est d’une grande utilite. 

En effet, reprenons le probleme aux valeurs propres 
defini par les equations (4) oti I’on considere dans un 

premier temps. quc tes n couches sent en contact 
parfait (ii, ---f Y_. j = I. , (n - 1) dam I’cqwtion 
(4~)) ct I‘cquation aux valeurs proprcs (7~) qu’on note 

ici 

K;p(p) = Q(p) = 0. (7C) 

En imposant unc contrainte a une interface donnec 
B I’interieur de la paroi multicouches, le systcmc se 

decompose en dew sowsysdmes (a) et ([i). Soit fi) 
le sowsysteme forme par : 

-le sous-systeme (a) oh i couches obeissent aux 

equations (4) (a I’exception de la condition externe 
(4~)) et a 

X,(X,) = 0, (IOa) 

--le sous-sysdme (p) oti n-i couches obeissent a 

I’equation diffirentielle (4a) et a 

X,(.*,_ ,) = X,(X,, = 0. .j = I.. ,tz. (lob) 

A I’aide de la relation (9e), l’~quation aux valeurs 
propres du systeme (if contraint s’ecrit : 

I-i+, 

ou K,(lc) est dtduit de l’equation (7~) en posant IZ = i, 

r,, = I et h,, -+ cm, soit : 

K(P.) = m-%bh(Ph (IO4 

Lcs expressions dcs E,( f1.L) qui sent donnees plus loin, 

correspondent aux equations aux valeurs propres du 
probleme dans lequel toutes les couches sont de- 
couplces dans le systeme ([j). 

Soit, maintcnant, (i+ I) le systeme obtenu en sup- 
primant la contrainte X,(X,) = 0 dans Ic systemc (i). 

La condition a I’intcrfacc I = Y,. entre les couches i 

et i+ 1, devient 

X,(&f = x,, ,(.u,J f 0 (IOe) 

alors que celle B I’interface .Y = _v$+ j. entre les couches 
i+ 1 et i+2 est 

X,+i(.?, 1) =O. (IOf) 

Dans ce nouveau sysdme, les i+ 1 couches sent 
couplees entre elles tandis que les n- (ii 1) couches 
sont decouplees. L’cquation aux valeurs propres du 
systeme (i+ I) s’ecrit alors : 

Oii 

K+ I (~1 = ti+ I(P) -w’m+, CPU). ({Oh) 

Le nombre Ii+, (p*) de valeurs propres n’excedant pas 
la valeur p* du parametre p dans le systeme (i-t- I) est 
deduit de la proprieti: PI en testant le signe du rapport 
des equations transcendan tes (I Oc) et (I Og) 
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Si 

Ri, , (II*) < 0, alors Ii+ , (p*) = Zi( p*) + 1 

sinon, Z,, , (p*) = I&*), 

Ainsi, en supprimant les contraintes une & une 
jusqu’i X,,(x,,) = 0, on trouve R,(p*) et le nombre 
cherchk est Z,,(,U*). A cc stade, la paroi multicouches 
est encore contrainte. En imposant la condition 

externe, kquation (4c), ce qui permet t’enlkement de 
la dernikre contrainte X,,(X,,) = 0, on dktermine le 
dernier rapport 

dont il faut tester le signe pour trouver Z:,(p*). K,( ,u*) 
est I’kquation aux valeurs propres s’obtenant d partir 
de I’Cquation (10d) en prenant i = n en ayant impok 
ia contrainte X,(.X,,) = 0. 

On note que le nombre de rapports R(p*) dont ii 
faut tester les signes est Cgal au nombre de couches II 
(avec contact parfait) augment& d’une unit6 en pr&- 
cisant quc le premier rapport est 

(IOk) 

On note kgalement qu’on a autant de conditions aux 
limites de premike espke sur les faces externes que 
de rapports R(y*) en moins car dans ces conditions, 
ces rapports valcnt I’unitk. 

En prenant une fortne analogue $ celle de Wittrick 
et Williams [55], on ktablit une relation donnant le 
nombre de valeurs propres existant dans I’intervalle 
10, PI*], du problitme consid@ ici, soit : 

&P*) = f,,(~*)+sjRl(~*)j (114 

oti s{ R:,(p*)} dksigne le nombre de signes nCgatifs des 
rapports R( p*) et Z&P) est le nombre total de valeurs 
propres n’exckdant pas /I* quand les n couches de la 
paroi sont dtcouplkes. 

Pour trouver I”@(*), on prend en compte le fait que 

toutes les fonctions propres sont nulles $ toutes les 
interfaces, y compris Its faces externes : 

et le systeme d’kquation (4a) dkgCn2re en un ensemble 
dkcouplk d’kquations. Dans ces conditions, la solution 
don&e par I’Cquation (5~) implique e,(/t) = &AL, x,) 
= 0, soit : 

-u,(p,.u,)q(p,x,_ ,) = 0, j = 1,. ,n. (1 Ic) 

L’kquation (1 Ic) qui est une Cquation transcendante 
doit Otre rksolue pour chaque couche ,j pour dkter- 
miner le nombre I,,,+*) de valeurs propres n’exckdant 
pas p’*. Ainsi le nombre total ZO(p*) de valeurs propres 
pour I’ensemble des n couches dkouplbes est CvaluC : 

f”tP*) = i J”,(P*). (lid) 

Dans le cas des gtomktries plane (m = 0) et sphtrique 

(m = 2), l’kquation (1 lc) se rkduit B 

+&*f zz sin [@*(X-.X,_ ,)I = 0. j = 1,. . . .n. 

(1 le) 

Cette tquation a une solution explicite 

A&?, = 17t; I= 1,2,..., 1; =x,--Y,_,; 

d’oti le c&u1 de 

Z,,(p*) = ent $5 
[ 1 (110 

oii la valeur de la fonction ent (z) est le plus grand 
entier n’exddant pas la valeur de I’argument z de la 
fonction. 

Quant au cas de la paroi multicouches cylindrique 

(8% = l), pour lequel I’kquation (I lc) a la forme 

(Ilg) 

il n’y a pas de formule explicite du type (1 If). Cepen- 
dant, les racines de 1’Cquation transcendante (1 Ig) 
peuvent Otre calcult-es ri I’aide des techniques 

numkriques conventionnelles. Ainsi. le nombre 
Z,,,(p*) de valeurs propres n’exckdant pas p* pour 
chaque couche jpeut i.tre dktermink et I,(/“*) est alors 
&al& selon la relation (1 Id). 

On note que dans le cas des conditions aux limites 

de premiere espke, les signes des rapports extrimes 
ne sont pas tester car ils sont toujours positifs et valent 
une unit& 

6.2. Gas des r@sistancw thermiques intwfaciales 
La prockdure prtkkdcmment d&rite s’applique 

directement si le contact thermique entre toutes les 
couches est parfait. Cependant, cette prockdure peut 
.Gtre adapt&e aiskment pour une application au cas oti 
ii existe des rksistances thermiques entre deux couches 
contigugs quelconques. 

Pour ce faire, on se place Li I’interface .Y = x,, entre 
les couches i et i+ 1 oii il y a une rtsistance thermique 
I//z,. En supprimant la contrainte X,(.X,) = 0 dans le 
systtme (i) et en I’imposant 8 Xi+, (x,) = 0, I’iquation 
aux valeurs propres du nouveau systbme s’krit : 

est dCduit de I’tquation (7~) en posant n = i et TV,, = 1 ; 
d’oti le rapport 
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R;(p*) = 
K:(p*) 

K,K,(,ih) 
(1%) 

dont il faut tester le signe pour dClerminer, 2 l’aide dc 
la proprkti Pl, un nombre Ii de valcurs proprcs. 
qui n’est pas t-gal ri I,., , (p*) pour Sj(.v,) di~~rent de 
X,, ,(x,) qui est nul. En enlevant la contraintc 

Xi+, (x,) = 0. on determine un nombre I,, , (p*) cor- 
respondant au systBme (i+ 1) en testant Ic signe du 

rapport pourm = 2 

1 
(Ilb) 

On note qu’on a autant de rapports R’(i)*) dont ii 
faut tester tes signes que de rksistanccs thermiques 
interfaciales. Si k, -+ co, K:(p*) est identiquc i K,(/-l’) 
et R:(g*) = 1. 

7. SOLUTION DU PROBLEME ORIGINAL 

Le probkme homogkne aux limites &ant rksolu et 
la solution du probEme pseudo-stationnaire ayant &C 
ktablie sous une formc g&n&ale dans [58] on kcrit 
maintenant la solution du problkme original dkfini par 

les Cquations (I), compte tenu de sa dkomposition 
(relation (2)), sous une forme explicitc pour une 
exploitation numkique. On a alors : 

pour /n = 0 

(13a) 

pour m = I 

8. CONCLUSION 

Le probkme de la diffusion thermiyue non-sta- 
tionnaire dans des milieux multi~ouches pour diff- 
irrentes gkomktries a @tC formulk et rtsolu. Pour cela, 
un modkle analytiquc, bask sur le formaiisme des 
matrices de transfert et la technique des trans- 

formations inkgrales, a kti: dkveloppk, ce qui a pcrmis 
un traitement ClCgant ~th~matiquelnent de ce type 
dc probEmes. La seule difficult6 yui rksidait dans la 
r&solution de l’kquation transcendante du probEme 
aux valeurs propres a ttC supprimte en proposdnt 
une prockdure efficacc pour le calcul dc ccs valeurs 
propres, d’oti la fiabilitt? entikre du modkle analytique. 
Un exemple d’application qui est un cas spCcia1 de cc 
modkle est don& dans la r&f [%I. 
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TRANSIENT HEAT DIFFUSION IN MULTILAYERED COMPOSITE MEDIA AND 
EIGENVALUE PROBLEM--l. A SINGLE MULTILAYERED WALL 

Abstract-An analytical model for the transient heat diffusion in one-dimensional multilayered slabs, 
cylinders and spheres. is proposed. This model is based on the finite integral transform and the transfer 
matrix formalism for solving the boundary homogeneous problem and the eigenvalue problem that is not 
of the conventional Strum- Liouville type in this case. For the computation of the eigenvalues in order to 
obtain the numerical solution, a reliable procedure is presented because the conventional techniques cannot 

prevent from missing eigenvalues in the course of the computation. 

LiiSUNG DES EIGENWERT-PROBLEMS BE1 DER INSTATIONAREN 
W;iRMELEITUNG IN EINEM MEHRSCHICHTIG ZUSAMMENGESETZTEN MEDIUM 

I. DIE EINZELNE MEHRSCHICHTIGE WAND 

Zusammengassung-Es wird ein analytisches Model1 fur die instationare Wirmeleitung in eindimensionalen 
mehrschichtigen Platten, Zylindern und Kugeln vorgestellt. Dieses Model1 beruht auf der endlichen- 
Integraltransformation und dem Formalismus der Transfermatrix zur Liisung des homogenen Rand- 
problems sowie des Eigenwertproblems. Letzteres ist im vorliegenden Fall nicht vom Sturm~ Liouville-Typ. 
Es wird ein zuverlissiges Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte im Zuge der numerischen Losung 
vorgestellt. Dies ist erforderlich, weil herkommliche Verfahren einen Verlust von Eigenwerten bei der 

Berechnung nicht vermeiden kiinnen. 

HECTAHMOHAPHbIR TEILJIOI-IEPEHOC B MHOTOCJlO$%HbIX KOMII03MTHbIX 
CPEAAX II 3AAA’-IA HA COIiCTBEHHbIE 3HA9EHHR -I. EAMHM’IHAR 

MHOFOCJIORHAR CTEHKA 

AumoTeunellpemo~eHa aHanATHgecKas Monenb riecra4HoHapHoro rennoneperioca B 0nHoMepHbIx 
MHOrOCJlOikibIX IlJEiTaX, UHn&fWpaX A C@paX. MOnenb, OCHOBaHHaR Ha KOHeYHOM BHTerpabHOM 

npeo6pa3osaHm ri +opaManesMe MaTpeUbr nepeeoca, wnonb3yeTcn mr pelueHHa rpaHmHoi OLIHO- 

pon~oii 3anaw A 3anaw Ha co6cTseHHMe 3HaYeHm. He mmnoueficn B naHHoh4 cnyqae 3anaqeii Tma 

IUTypMa-JI5iyewmr. IIocKonbxy npHMeHeHue o6blvHblx MeTonoB tie no3BonneT 836emaTb noTepe 

c06cTBeHHbIx 3HaqeHwfi B xone pacueTos,npeano~eHa HanexHan MeTonma pameTa co6cTseHHbrx 3Ha- 


